6. Dziatania na wektorach
Umiejetnosci:
e dodawanie | odejmowanie wektorow oraz mnozenie wektora przez liczbe

o interpretacia geometryczna dziatari na wektorach

Zdefiniujemy teraz wektory i dziatania na nich, oméwimy wiasnosci tych dziatan oraz
pokazemy przyklady zastosowania wektoréw w zadaniach geometrycznych.

Przykiad [

Marta wybrala si¢ w podréz z Gdanska do Kra-
kowa. Spéjrzmy na mape Polski. Ilustracja poczatku
i konca tej podrdzy jest narysowana na mapie
strzatka. Natomiast z rysunku nie mozna odczytaé
rzeczywistej drogi, ktéra przebyta Marta.

Niech A i B bedg dwoma punktami na plaszczyznie. Uporzadkowana pare punktéw ‘
- (4, B) nazywamy wektorem o poczatku A i koricu B i oznaczamy symbolem AB.
w ]esh A = B, to wektor AB nazywamy wektorem zerowym.

Niezerowy wektor AB jednoznacznie wyznacza:
® prosta AB,

o polprostg AB,

» odcinek AB.

o Dwa niezerowe wektory ABiCD sa rtéwnolegle (AB || C_D.) (lub: maja ten sam |
kierunek), jezeli proste AB i CD sg réwnolegte. ‘

- Dlugoscia wektora AB nazywamy dlugos$¢ odcinka AB i oznaczamy |AB|
albo |AB|.

» Wektorem przeciwnym do wektora AB nazywamy wektor BA.




Wartosé bezwzgledna, parametry, wektory

Na dwéch oddzielnych rysunkach zaznaczyliémy wektory przeciwne.

Wektory przeciwne majg ten sam kierunek i réwne dlugosci.

Zgodnie z definicja kazdy wektor ma swéj poczatek i koniec. O wektorze AB czesto
mowimy, ze jest wektorem zaczepionym lub zwigzanym. Rozszerzymy teraz pojecie
réwnosci wektordw, aby wprowadzié pojecie wektora swobodnego.

Przyjrzyjmy si¢ wektorom wyznaczonym przez prze- ¢
ciwleglte boki réwnolegtoboku ABCD. Wektory AB
i DC, zaczepione w roznych punktach, nazwiemy
wektorami réwnymi.
A
Definicja | i3
Wektory ABi DC nazywamy réwnymi (AB = DC), jezeli srodek odcinka AC jest
réwnoczesnie $rodkiem odcinka BD.
Przyktad
Wiszystkie wektory zaznaczone na rysunku kolorem \
czerwonym s rowne, podobnie jak wszystkie wektory \ \ \ ;
zaznaczone na rysunku kolorem niebieskim. \ \
J
W dowolnym punkcie P plaszczyzny mozna zaczepic B //
wektor PQ réwny danemu wektorowi AB. P

Dziatania na wektorach

- Wektorem swobodnym wyznaczonym przez wektor zaczepiony AB nazywamy ‘
- zbiér wszystkich wektoréw zaczepionych réwnych wektorowi AB. 1
‘ \
| )

Do oznaczania wektoréw swobodnych czesto uzywamy pojedynczych liter, np.: v,
%, w. Wektor swobodny zerowy oznaczamy symbolem 0.

Zapis MP = ¥ oznacza, ze wektor MP zaczepiony w punkcie M nalezy do wektora
swobodnego V. W takim wypadku méwimy rowniez, ze wektor v zostat zaczepiony
w punkcie M lub ze wektor MP reprezentuje wektor v. W dalszych rozwazaniach
bedziemy uzywac uproszczonych okreslen, na przyklad ,niezerowy wektor w” oznacza,
7e niezerowy jest kazdy wektor zaczepiony reprezentujacy wektor w.

' Dwa niezerowe i réwnolegle wektory v i 1 maja ten sam zwrot (lub: zwroty |
zgodne), jesli po zaczepieniu obu wektoréw w jednym punkcie pétproste wyzna-
czone przez te wektory sie pokrywaja. Jesli za$ te potproste tworzg w sumie prostg,

to wektory v i 1 maja zwroty przeciwne.

wektory o zgodnych zwrotach wektory o przeciwnych zwrotach

Kierunek, dtugos¢ i zwrot wektora swobodnego jednoznacznie go okreslaja.
Zdefiniujemy teraz dodawanie wektoréw swobodnych.

Jezeli ABi CD s3 dowolnymi wektorami swobodnymi, to

ﬁ+@>=ﬁ, b E

‘ gdzie E jest takim punktem, ze BE =CD.
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Przyktad @

Na mapie punkt G oznacza Gdansk, punkt K - Kra-
kéw, W - Wroctaw. Ilustracja pierwszego etapu po-

dr6zy Marty jest wektor GK. Z Krakowa Marta poje-
chata do Wroctawia i tam swojg podréz zakoriczyta.
Tustracjg drugiego etapu podrézy jest wektor KW.

Wektor GW bedacy suma wektoréw GK oraz KW,
moéwigc pogladowo, podsumowuje calg podrdz, ktd-
rej punktem startowym byl Gdansk, a koncowym
Wroctaw.

GK+KW =GW
Zauwazmy, ze diugo$¢ wektora GW nie jest réwna
sumie diugosci wektoréw GK oraz KW.

Przyktad ﬂ
AB+BC = AC
AC+CD = AD
(E+D_C')+(_3§:E+E§=E§
(AB+BC)+CA=AA=0

Przyktad =

W szedciokgcie foremnym ABCDEF wektory AB, FS, SC,
ED s3 réwne. Wynika to bezpo$rednio z wtasnosci sze-

$ciokata foremnego.
Wykonamy podane dziatania na wektorach.

Rozwigzanie
E D

AB+CD=
= AB+BS = AS

F (& XE+F—}§+S_1::=

= AB+BC+CD=AD

A B

Dziatania na wektorach

«— CD=B§

«— FE=BC i SE=CD

Zauwazmy, ze jezeli AB = SC, to odcinki ABi SC sg rownej dtugosci i rownolegle, oraz

odcinki AS i BC sa réwnej dlugosci i rownolegle.

" Tloczynem niezerowego wektora v iliczby k # 0, co zapisujemy k- v, nazywamy |
réwnolegly do wektora v wektor w taki, ze |w| = |k| - | V| oraz: ‘

o jezeli k > 0, to zwroty wektoréw w oraz v sg zgodne,
« jezeli k < 0, to zwroty wektoréw w oraz v sa przeciwne.

Jezeli v jest wektorem zerowym lub k =0, to k- v = 0.

Przyktad o)

Droga z Gdanska do Krakowa (w linii prostej) wie-
dzie przez £6dz. Przyjmijmy, ze odlegltos¢ z Gdan-
ska do Lodzi stanowi - odlegtosci z Gdanska do

Krakowa. Uzywajac wektoréw i oznaczajac Gdansk,
Krakéw oraz £.6dz odpowiednio punktami G, Ki4,

== 9
mozemy zapisaé, ze GL = gGK s
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Przyktad

W tréjkacie ABC punkty K, L, M sg srodkami bokow,
jak na rysunku.

Udowodnimy, ze ML = %ﬁ

ML = MA + AB+BL
Zm:m+a+m+ﬁ+ﬁ
2ML = AB

{ATL':M_C'+5L' . K %
e MC+MA=TiCL+Bi=T
ML =148

2

Podobnie mozna wykaza¢ inne réwnosci, np.: 2MK = CB,KL = ~%(TA: BA = —2ML.

oA

Wrhasnosci dzialan na wektorach
Jezeli V, U, w s wektorami oraz k, p liczbami rzeczywistymi, to:
V+u=u+v,
V+(d+w)=(v+u)+w,
k-(W+vV)=k-d+k-V,
(k+p)u =ku +pu.

Dowdd tego twierdzenia pominiemy.

Zilustrujemy wlasno$¢ k- (U + V) =k-u + k- v,

czyli rozdzielno$¢ mnozenia przez liczbe wzgledem c B’
dodawania wektoréw, dla k = 2.

Zaldadamy, ze W =AB, v = BC oraz AC' = 24C,
AB'=2AB.
Zatem 2BC = B'C’ (zobacz przyktad 7.)
AB+BC=A4AC
2(E+B—C')=2A_C>:E7=E7+ﬁ:
= 2AB + 2BC. A

Dziatania na wektorach

Mnozac wektor przez —1, otrzymamy wektor przeciwny.
Miedzy wektorem AB a wektorem do niego przeciwnym zachodzi zwigzek

~AB = BA.

Z tej wlasnosci korzystamy, definiujac odejmowanie wektorow.

do w.

AB-CD-=
-AB+DC=
- AB+ BE = AE

«— DC=BE

Zauwazmy, ze kazdy wektor mozna przedstawic
w postaci sumy innych wektoréw na nieskoncze-
nie wiele sposobéw. O takiej operacji méwimy, ze
rozkladamy wektor na skladowe.

Na przyktad na rysunku obok wektor AB zostat
roztozony na pie¢ skladowych.

ZADANIA

6.1. Punkt M jest $rodkiem odcinka KL. Czy podane zdania s3 prawdziwe, czy fal-
szywe? Wybierz prawidlowa odpowiedz.

A. KM =LM PRAWDA  FALSZ
B. KM = —%LT( PRAWDA  FALSZ
C. KM =-LM PRAWDA  FALSZ

6.2. Punkty A, B, C sa wierzchotkami tréjkata. Czy podane zdania sa prawdziwe, czy
falszywe? Wybierz wlasciwg odpowiedz.
A. AB+BC = AC

B. AB-BC=-AC

¢: &b~ BE =BG

PRAWDA FALSZ
PRAWDA FALSZ
PRAWDA FALSZ

53 1



| 54

Warto$¢ bezwzgledna, parametry, wektory

6.3. Punkt S jest rodkiem symetrii prostokgta ABCD. Czy podane zdania $3 praw-
d21we, czy faiszywe? Wybierz wlasciwg odpowiedz.

A. AS = BS PRAWDA FALSZ
B. |AS| = |BS| PRAWDA  FALSZ
C. |AS| +|SB| = |AB| PRAWDA  FALSZ
6.4. Trzy kwadraty, z ktérych zbudowany jest F E D
prostokat ACDF, s3 przystajace. Korzystajac
z oznaczen, wskaz wszystkie pary wektorow
a) réwnych.

A 5 c

b) przeciwnych.
¢) o zgodnych zwrotach i réznych dtugosciach.
d) tej samej dhugodci, ale o réznych kierunkach.

6.5. Punkty A, B, C, D sg kolejnymi wierzchotkami prostokata. Wyznacz sumy i réz-
nice wektoréw.

a) AB-BC

b) AB+BC +CD + DA

c) AB+AD
d) AC+CD-BD

6.6. Majgc dane wektory AB i CD, jak na i
rysunku, skonstruuj wektor v
a) V=AB-CD ¢) ¥ =BA+2CD
b) ¥=24B--CD d) v =3CD-24B
2 A —>B
6.7. Majgc dane wektory AB, CD i EF, jak 2
na rysunku, skonstruuj wektor v . Co—=>D
a) V=AB+CD-EF
b) v =CD-2EF + %ﬁ F
¢) V=AB+3CD- %E_f:
d)V:%(ﬁ+ﬁ)—217@ A E

6.8. Wiadomo, ze AB = 3BC. Wyznacz wektor AC w zaleznosci od wektora AB.

6.9. Dany jest trojkat ABC. Punkty K, L, M s3 srodkami odpowiednio bokéw AB, BC
oraz AC. Wykaz, ze AK + BL + CM = 0.

6.10. W réwnolegtoboku AB ABCD punkty Ki L sg odpowiednio $rodkami bokéw AB
i BC. Wyznacz wektor @ = BC + BA za pomocg wektoréw v = DK i w = DI,

Dziatania na wektorach

6.11. Dany jest szesc1okqt foremny ABCDEF. Przedstaw wektory AB, AC, FC oraz
EC w postaci m - AD + p- BE, gdzie m, p sa odpowiednio dobranymi liczbami.

L= 1
6.12. Dany jest réwnolegtobok ABCD. Punkty K i L spelniaja warunki: DK = 5DB

i AL = éR Wyznacz wektor KL za pomoca wektoréw v = BCi u = DC.
5

oy b
v
6.13. Roztéz wektor v na dwie sktadowe tak, aby /

jedna z nich byta rownolegta do prostej a, a druga -
do prostej b. Wykonaj odpowiedni rysunek.

e . . ¢
6.14. Roztéz wektor AB (rys.) na piggﬁlfladowych. w taki Mg :
sposob, aby jedna z nich byt wektor CD. Wykonaj odpo-

wiedni rysunek.

A

2 6.15. Wektory i v majg rézne kierunki. Dla jakich wartosci parametréw m i k

prawdziwa jest rowno$é (m —3)u + (k+5)v = =02
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1. Punkty A, B, C, D sa wierzchotkami D
rombu, jak na rysunku. Wyznacz sumy = obliczanie wspdtrzednych oraz diugosci wektora
i réznice wektorow. « dodawanie i odejmowanie wektordw
a) AB+BC+CD a ¢ mnozenie wektoréw przez liczby
b) AD + 4B
e 1oy 1 “ 3 Wygodnym narzedziem do opisywania wektoréw na plaszczyznie jest uktad wspotrzed-
2 2 nych. Zaczniemy od opisu wektora na osi liczbowej.
2. Dane sg dwa nieréwnolegle wektory 7 i . Skonstruuj trzeci wektor v tak, o ,
aby zachodzita réwnoé$é: W+ w + v = 0 . Wektory na osi liczbowe;
3. Majac dane wektory 7 i v polozone jak na rysunku, e Wektor swobodny wyznaczony przez wektor za- * Ograniczylismy nasze rozwaza- |
. — 5 u czepiony o poczatku w punkcie 0 i koficu w punk-  nia do jednej prostej, zatem, mé6-
skonstruuj wektor w = 27 - 27 A ; iac ob ktor jednostk
2 cie 1 nazywamy wektorem jednostkowym. | IO aRIAZ0N0 WEKIOL [Canostiivy
Oznaczymy ten wektor i . moze si¢ dowolnie przesuwac tylko

. po tej prostej.

4. Dane sq trzy wektory o tym samym kierunku @, b, 7, przy czym |a| = 3, e
|b]=2,]¢| =4, wektory @ i b maja zwroty zgodne, zas wektory @ i ¢ zwroty Przyktad
przeciwne. Wyraz wektory b i ¢ za pomocg wektora @.

Narysujemy na osi kilka wektoréw postaci k - 7, (k # 0).

S. W trapezie réwnoramiennym ABCD, w kt6- D C a) k=2 J ENEN | | ¥ ¥ T
rym AB || DC jak na rysunku, kat DAB jest \ — e i [ o ' 1 A
Ly q J \ P =0
réwny 60° oraz |AD| = |DC|. Wyznacz wspét- \ - , 5 =5 i
czynniki k i m, dla ktorych prawdziwa jest row- \ b) k=-2 i ; IF=
no$é \ — — I ! Ix
N, w=-2-1i
— — — A = < T I =
AB=k-AD+m-CB. Q) k=3 | b % il B ] | 7 .
— | | X z
p=3-i
& e 2 N N S AN 4y
2 L Ll ] L L] J 5|
— o ==
m=-==: i
2

Zgodnie z definicja mnozenia wektora przez liczbe kazdy wektor réwny wektorowi
ki, (k# 0) ma ten sam kierunek, dtugos¢ réwna |k| oraz dla k < 0 zwrot przeciwny,
adla k > 0 zwrot zgodny ze zwrotem wektora jednostkowego osi. Wektor 0- i jest
wektorem zerowym.
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| Liczbe k nazywamy wspélrzedna wektora = k- 7 na osi. Zapis w = [k] odczy- |

tujemy: wektor w ma na osi wspétrzedna k.

Zatem dla wektoréw z przyktadu 1. mamy: ¥ = 2, w=[-2],p=[3],m= [-E]

Dwa wektory na osi liczbowej s3 réwne wtedy i tylko wtedy, gdy maja réwne
wspolrzedne.

|
i
|

Oznaczmy poczatek osi liczbowej literg O.

Kazdemu punktowi na osi liczbowej odpowiada dokladnie jedna wspolrzedna. Za-

uwazmy, ze wspolrzedna dowolnego punktu A na osi jest rtéwna wspétrzednej wektora
OA.

| 1A
’ X4 l, |

Majac dane wspotrzedne punktéw A i B, mozna yznaczy¢ wspétrzedng wektora AB.

—

Niech A = (x4), B = (xB).Wéwczasa:xA- i,OB=xp-iorazAB=k- i.
OA+AB=0B

«— definicja dodawania wektoréw

Jezeli A = (x4) oraz B = (xp),t0 AB = [xB — x4].

LRI R

e —

Powiemy: aby obliczy¢ wspétrzedna wektora na osi, od wspotrzednej korica tego wek-
tora odejmujemy wspélrzedng jego poczatku.

Wektory w uktadzie wspdtrzednych

Przykiad
Wyznaczymy wsp6lrzedna i dtugos¢ wektora AB.
Rozwigzanie

a) A=(5),B=(-2)

AB=[-2-5]=[-7] e a3
|aB| =7 e ‘

b) A=(v/5),B=(1) ‘
/Té=[1—ﬁ] 5 : W% x
] 1~ V3] = V5 -1

=[b]ikeR,to:
+ p ma wspélrzedna réwna sumie wspotrzednych,
b],

czyliw = [a = ,
wektor w = v — p ma wspdlrzedng réwna roznicy wspétrzednych,

czyliw = [a-b], - - v
wektor w = k - v ma wsp6lrzedng réwna iloczynowi liczby k i wspotrzednej |
wektora v, czyli w = [ka].

Y5

Dowdd tego twierdzenia zostawiamy jako ¢wiczenie do samodzielnego wykonania.

Przykiad
Dane sg punkty A = (3),B = (-7), C = (5). Wyznaczymy taki punkt D = (x), aby
zachodzila podana réwnosc.

Rozwigzanie -
a) AD =3BC b) —2AD + BD = 5AC
AD=[x-3], BC-=[12] BD=[x+7], AC=[2]
[x-3]=3-[12] -2-[x-3]+[x+7]=5-[2]
x—-3=36 -2x+6+x+7=10
&= 39 x=3
Odp.: D = (39) Odp.: D = (3)
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Wektory w uktadzie wspotrzednych

Jezeli na plaszczyznie dane s3 dwie przecinajgce sie proste, to rozklad niezerowego
wektora na dwie skladowe rownolegte odpowiednio do tych prostych jest jednoznaczny.
Wprowadzimy na plaszczyznie uktad wspolrzednych i skorzystamy z tej whasnosci.

Przyjrzyjmy sie przyktadom rozkladu niezerowego wektora % na dwie sktadowe réw-

nolegte do osi uktadu wsp6lrzednych. Aby zwiekszy¢ czytelno$é rysunku, wektor 7
zostal umieszczony w pierwszej ¢wiartce uktadu.

i

K8

LT T+ Lo

Na rysunkach czerwonym kolorem zaznaczone sa skladowe réwnolegle do osi x,
niebieskim - sktadowe réwnolegle do osi y. Kazda z nich ma na odpowiedniej osi
$woja wspélrzedng. Jezeli wektor u jest réwnolegly do jednej z osi uktadu wspotrzed-
nych, to jego skladowa réwnolegta do drugiej osi jest wektorem zerowym.

“ naosi x wspolrzedng sktadowej jest liczba xp — x,

“—= naosi y wspolrzedng sktadowej jest liczba y, — Ya

- Wspélrzednymi wektora AB o poczatku w punkcie A = (x4, y4) i 0 koticu w punk-
- cie B = (xp, yp) nazywamy uporzadkowang pare liczb [xp — x4, y5 — 4l |

Wektory w ukiadzie wspdtrzednych 61 1

—

Wektor zerowy ma obydwie wspotrzedne réwne 0 i oznaczamy go 0 =10,0]
Jezelinp. A = (-7,2), B=(-4,Vv2),to AB=[3,v/2-2], BA=[-3,2-2].

Przyktad

Wektor AB = [-3, 5] jest zaczepiony w punkcie A = (0, —2). Wyznaczymy wspdlrzedne
konca wektora, czyli punktu B.
Rozwigzanie
Jezeli oznaczymy B = (xp, yg), to prawdziwe sg dwie réwnosci:
— = — = —3

i . czyli {xB "

VB~ YA = 5 =
Odp.: B=(-3,3).

Przypomnijmy - plaszczyzne, na ktérej wprowadzony zostal pr,os.tokqtny 1_1k,1ad.w.spc’).l-
rzednych, nazywamy plaszczyzng kartezjanska. Na plaszczyznie kartezjanskiej 'kaz-
demu punktowi przyporzadkowana jest doktadnie jedna uporzadkowana para liczb,
nazywanych wspotrzednymi tego punktu. Podobnie — kazdemu we_ktorow1 swobod-
nemu przyporzadkowana jest dokladnie jedna uporzadkowana para liczb, nazywanych
wspolrzednymi tego wektora.

Przykiad & &)
Na rysunku prezentujemy kilka wek- B
toréw, ktore majg wspotrzedne [3,-1]. | o = =
Wszystkie te wektory maja ten sam kie- j o] =
runek (sg réwnolegle), zgodne zwroty )
i rowne dlugosci, czyli sa rowne. T e~
I~
=\'\

Dwa wektory na plaszczyZnie kartezjanskiej sg rowne wtedy i tylko wtedy, gdy maja
réwne wspotrzedne.
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Wykorzystanie rozktadu wektora na dwie skladowe réwnolegte do osi uktadu wspotrzed-
nych, przedstawienie wektora w postaci wspdtrzednych oraz zastosowanie twierdzenia
o dziataniach na wektorach na osi (zob. s. 59) prowadzi do nastepujacego twierdzenia.

Dane s3 wektory u = [a,b]iV = [c, d]. Woéwczas:
u+v=[a+tc b+d],

Uu-v=[a-c, b-d],

U =[k-a, k-b], keR.

7
Dane s3 punkty O = (0,0), A = (4,3), B = (-2,5). Zatem: -2 e
OA=[4-0,3-0]=[4,3], A =
AB=[-2-4,5-3]=[-6,2], A
OB=[-2-0,5-0] = [-2,5]. r
L x

Wektor OB jest suma wektoréw OA i AB. Mozna to zapisac nastepujaco:
OA + AB = [4,3] + [-6,2] = [-2,5] = OB.

Przyktad

Na rysunku zaznaczyliémy wektory v = [-4,6],

u =[-2,3],w=[8,-12]. 52)

Z rysunku odczytujemy, ze zachodzg np. réwno- A :

§ciu ==V orazw=-2V. :

Te same réwnosci uzyskamy, poréwnujac wspot- | o e RE

rzedne wektoréw: i HY |
— 1 1, 0 x

= ¥2) 3 = | = = > s
u=[-23]= [-46]=57 & :
X

w=[8,-12] = -2[-4,6] = -2v. = |- - E

.=

Jezeli u = 5 Vs to v =2u.Zatem = |-

W e B = = B

Wektory w uktadzie wspoétrzednych

Przykiad -

Obliczymy dtugos¢ wektora u = [4, -3]. CHATT

—

Rozwiazanie
Jezeli zaczepimy wektor u = [4, —3] w punkcie O = (0, 0), to .
jego konicem bedzie punkt P = (4, -3). 1 i

Yy

Rozwazmy trojkat prostokatny OPR. Przyprostokatne tego R P
tréjkata majg dlugoéci |OR| = |-3| =3 i |RP| = 4.
Zatem na mocy twierdzenia Pitagorasa

|OP? =32 + 4% = 9+ 16 = 25, czyli |OP| = 5.

Odp.: 4] =5

Jezeli A = (x4, y4) 1 B = (x5, yp), to dlugos¢ wektora /Tﬁjest réwna
|AB| = /(x5 = x4)2 + (35 ~ ya)?.

Dowdd twierdzenia zostawiamy do samodzielnego wykonania.

Przyktad ﬁ%%

Punkty A = (1,3), B = (-1,-2), D = (4, 4) s3 wierzchotkami réwnolegtoboku ABCD.
Wyznaczymy wspélrzedne punktu C oraz dtugosci przekatnych tego réwnolegtoboku.

Rozwigzanie

Punkt C = (x, y) jest wierzchotkiem réwnolegtoboku ABCD tylko wtedy, gdy AB = DC.

AB=[-2,-5], DC-=[x-4,y-4]
x—4=-2
y—4=-5
Zatem C = (2,-1).
Dlugoéci przekatnych réwnolegloboku ABCD s3 dtugosciami wektoréw AC i BD.

AC =[1,-4], stad |AC| = |[AC| = VI + 16 = /17
BD = [5,6], stad | BD| = /25 + 36 = \/61

Odp.: C = (2,-1), |AC| = /17, |BD| = /61
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7.1. Dane sg punkty A = (=5,1) i B = (3,-2). Czy podane zdania sg prawdziwe?
Wybierz wlasciwg odpowiedz.

A. AB = [8,-3] TAK  NIE
B. AB = [-8,3] TAK  NIE
C. |4B| = /73 TAK  NIE

7.2. Dane sg wektory: a = [3,-1], b= [~3,5]. Czy podane zdania s3 prawdziwe?
Wybierz wlasciwa odpowiedz.

A. |3+ b|=10++/34 TAK  NIE
B. |d|+|b|=4 TAK  NIE
C. |b|-|da]|=V24 TAK  NIE

7.3. Dane sg punkty A i B. Wyznacz wspohrzedne wektora AB.
a) A=(l,3),B:(4,5) S) A=(—1,5),B:(—3,5)
b) A=(-5,-2),B=(-1,-1) d) A=(6,-3),B=(6,1)

7.4. Znajac wspotrzedne punktu M oraz wspGtrzedne wektora MP, wyznacz wspot-
rzedne punktu P.
a) M=(6,3),

MP = [-3,-2] ¢) M=(2,1), MP=][-4,-3]

b) M=(-2,-3), MP=[42] & M=(1,2), W:[-é,-%]

7.5. Znajac wspétrzedne wektora KL oraz wsp6lrzedne punktu L, wyznacz wspél-
rzedne punktu K.

a) KL=[3,5], L=(51)

¢) KL= [-2,3],
b) KL=[50], L=(7,2)

d) KL =10,3],

L=(1,1)
Tr=i(5,~7)

7.6. Podaj wspdtrzedne wektora
a) réwnoleglego do osi x o zwrocie zgodnym z osig x, ktorego dlugosé jest réwna 5.
b) réwnoleglego do osi y o zwrocie zgodnym z osig y, ktérego dtugosc¢ jest réwna 1.

¢) réwnoleglego do osi x o zwrocie przeciwnym do zwrotu osi x, ktérego dtugosé jest
réwna 3.

d) réwnolegtego do osi y o zwrocie przeciwnym do zwrotu osi ¥, ktorego dtugo$é jest

réwna 2—.
2

Wektory w ukiadzie wspdtrzednych

7.7. Dane s3 punkty A = (=3,2), B = (1,4), C = (-1,-1). Wyznacz wspolrzedne
podanego wektora. .
a) 2AB+3BC ¢) BC-JAB-AC
—_ —_— —_— 1 —_— —

b) %AB +24C d) 24B + 3 (2BC - 4C)
7.8. Dane s3 punkty A = (—4,-2), B = (-2,-2), C = (2,2). Wyznacz wspélrzedne
takiego punktu D, aby spelniona byta podana réwnos¢.

—_— —_ — — 1 — —_— —_— e
a) AC+AB-BC=2AD ¢) 5(BC+AC)+AB:DC

= AR Sl L el TR o % —5
b) AB+%BC+CD= 0 d) 2(AB - CD) - ;AD = 4C

7.9. Danyjest wektor @ = [-3,2]. Wyznacz (oileistnieje) taka liczbe k, aby zachodzita

réwnoéé b = ka. a 3
a) b=[-9,6] b) Z’:[i,-l] ¢ b =[32] d b :[—\/i,T]

7.10. Dane sa wektory @ = [1,-2] i b = [-3,5]. Wyznacz taki wektor ¢, aby
zachodzila podana réwnosc.
a) d+b=T7c

s

b)2d-b="7

ol

& =5F 43D =2
O ilag-F-2
2

=

1]

7.11. Oblicz dtugos¢ wektora AB.
a) A=(2,-5),B=(-2,-2)
b) A=(3,3),B=(7,0)

&) A=(-4,1),B=(2,-2)
d) A=(2v/5,v2+1),B=(V/5,1+3V2)

7.12. Dane s3 punkty A = (1,-1), B = (3,3) oraz C = (-2,5). Wyznacz dtugo$¢
wektora %E - B,

7.13. Dane s punkty A = (-3,2), B = (1,4), C = (~1,-1). Oblicz wspotrzedne

i dlugosci podanych wektorow. X
a) AB+BC c) AB--BC-AC

b) 2AB-CA d) BA-24AC
7.14. Dane sg wektory v = [1,-3], u = [2,-1], w = [-4,2]. Oblicz dtugo$¢ wektora
m=2u—-7v - EW'

7.15. Wykaz, ze tréjkat ABC o wierzcholtkach A = (-2, 1), B = (2,3),
C= (\/5, 2= 2\/5) jest tréjkatem réwnobocznym. Oblicz jego pole.
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8. Wektory — zastosowanie

7.16. Wyznacz wspélrzedne wierzchotka D réwnolegloboku ABCD, jesliA = (2,-10), W Z a@ aniac h
B=(7,0),C = (-2,4).
Umiejetnosci:
7.17. Wykaz, 7e tréjkat KLM o wierzchotkach K = (6,19), L = (7,6), M = (17, 12)

e geometryczna interpretacja dziatan na wektorach

jest rGwnoramienny. : ) ;
Jest rownoramienny. » stosowanie wektorow w zadaniach geometrycznych

7.18. Wykaz, ze czworokgt ABCD o wierzcholkach A = (4,1),B=(6,5),C=(-2,2),

ABj Sw. Taki dkowanie mozemy w na-
D = (—4,-2) jest réwnoleglobokiem. Wektor AB jest uporzadkowang parg punktéw. Takie uporzadkowa y

turalny spos6b zinterpretowac jako funkcje, ktéra punktowi A przyporzadkowuje
7.19. W réwnolegloboku ABCD dany jest punkt A = (2,2) oraz wspétrzedne wekto- punkt B.
réw AB = [8, 1]i AC = [4, 5]. Wyznacz wspétrzedne pozostatych wierzcholkow.

7.20. Sprawd?, czy czworokat ABCD o wierzcholkach A = (2,3)y B=(15:4),

C=(22,15), D = (9, 14) jest kwadratem. |

Przesunieciem réwnoleglym o wektor o nazywamy przeksztalcenie, w ktérym |
7.21. Wykaz, 7e czworokat ABCD o wierzcholkach A = (-5,2), B=(-1,4), obrazem punktu A jest taki punkt B, ze u = AB. |
C=(2,10), D = (-2, 8) nie jest rombem.

7.22. Wykaz, ze czworokat ABCD o wierzcholkach A = (6e=1);  B=(1.5),
C=(-5,0), D = (0,-6) jest kwadratem.

Trojkat ABC o wierzchotkach A = (-5,7), yh ]
B = (-3,-3), C = (~1,4) zostat przesu- A |
niety o wektor u = [6,-1]. ?\\ A
1. Dane sy punkty A = (8,-3), B = (~7,5) . Wyznacz wspélrzedne i dtugos¢ Jezeli oznaczymy wierzcholki obrazu tego \ N el
naOn a8 tréjkata odpowiednio A, B/, C’, to f \ A N
’_ b y Ty &
2. Znajgc wspétrzedne wektora PQ = [\/5, —2\/5] oraz wspolrzedne punktu i 4_)),C _(>5) i // ; \ /
Q=(-3v3, 5\/2), wyznacz wspétrzedne punktu P. Zauwazmy, ze skoro AA" = BB, to z defi- \ T / "
nicji réwnosci wektoréw wynika, ze row- V] 0 \ %
3. Dane sg punkty A = (5, -11), B = (0,-4), C = (7,0). Wyznacz wspétrzedne siies B AR G |AB| = |A'B’|. VANEN \\ //
takiego punktu P, aby spelniona byta réwnoé¢ PA + 2BP = ~ PC. Podobnie [AC| =|A’C'|i|BC] = [B'C’|. A \\\
4 Zatem trojkat ABC jest przystajacy do tréj- | B
D | A Pk (5011 - (270) 1D = (-4,10) sy wierzcholkan sbiole: kata A’B'C".
: . >2)s ; . 3 wierzchotkami réwnole

gtoboku ABCD. Wyznacz wspotrzedne wierzchotka C. Wykaz, ze ten réwnole-
globok jest rombem i oblicz jego pole.

D ] 5. Wykaz, ze czworokat ABCD o wierzchotkach A = (=10,-3), B=(8,3), Figura F i jej obraz F’ w przesunieciu réwnoleglym sa przystajace. }
C=(4,15), D = (~14,9) jest prostokatem. S : - = = —=

RS
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Bezposrednio z definicji mnozenia wektora przez liczbe wynika, ze dwa niezerowe
wektory u i w sg rownolegle wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje liczba k # 0 spelniajaca
réwnoéé

U=k -w.
Na przyktad:
e wektor v = [-2,9] jest réwnolegly do wektora w = [6,~27], bo % =-3= _727’

czyliw = -3- v,
* wektor # = [8, 5] nie jest rownolegly do wektora = [6, —27], poniewaz g * _727
Korzystajac z tej wlasnosci, mozemy badaé wspéHiniowosé punktéw danych w uktadzie
wspolrzednych.

Przyktad g
Zbadamy, czy punkty A = (-2,1), B = (3,3) oraz C = (33, 15) sa wspélliniowe.
Rozwigzanie

Zauwazmy, ze aby odpowiedzie¢ na postawione pytanie, = Ab zbada¢ wspétlinio- |
Y Yy odp p p y p
AR A wo$¢ punktéw A, B, C, mo-

wystarczy sprawdzi¢ rownolegltos¢ wektoréw AB i AC.
zemy sprawdzal rownole-

AB=[52], AC = [35,14], zatem
AC=7-AB.

glos¢ réznych par wektoréw, i
np.: pary ABi BC albo pary
ACiBCitd.

Odp.: Punkty A, B, C sa wspdlliniowe. e

Korzystajac z réwnosci wektoréw, mozemy wyznacza¢ wspolrzedne punktéw dzie-
lacych odcinek w réznych stosunkach. Na przyklad, aby wyznaczy¢ punkty M i N
dzielace odcinek AB na trzy réwne czedci, mozemy najpierw wykorzystaé zaleznoéé

AM = %ﬁ, a nastepnie skorzystac z faktu, ze punkt N jest érodkiem odcinka MB.

Wzory na wspélrzedne §rodka odcinka warto znaé na pamiec, bo czesto sie z nich
korzysta.

Srodek odcinka o koficach A = (%4> y4) 1B = (xp, yg) ma wspéStrzedne

T (xA;'xB))’A;'}’B)'

Dow6d zostawiamy do samodzielnego przeprowadzenia.

Wektory — zastosowanie w zadaniach

Przyktad
Dane sg punkty A =(1,2) i B=(13,-26). Wyznaczymy wspélrzedne punktéw
K, L, M, ktére dziela odcinek AB na cztery rowne czesci.

A K
.\‘\“L-\A/I\<
B
Rozwigzanie

1413 2~25
= S0 ) 10
L ( 3 7 2 ) ( )

1+7 2-12
Sl PO
K(z,z)( )

== Wspolrzedne $rodka odcinka sg $rednimi f
arytmetycznymi odpowiednich wspotrzednych |
. koncéw tego odcinka. i

«— L jest $rodkiem odcinka AB

«— K jest érodkiem odcinka AL

7413 =12-26
M:( >
2 2

Odp.: K = (4,-5), L = (7,-12), M = (10,-19)

) = (10, —19) «— M jest $rodkiem odcinka LB

Przyktad
Punkty A = (1,13) i B = (-6, 0) sa wierzchotkami réwnolegtoboku ABCD, a punkt
S = (5,-2) jest jego $rodkiem symetrii. Wyznaczymy wspolrzedne wierzchotkéw C
i D tego réwnolegloboku.

Rozwigzanie
Niech C = (x¢, yc). Punkt S jest srodkiem odcinka AC, wiec:

(1+xc 13+yc):(5 _2)

>

2 2

l+%ec

g o S
13+)/C—_2

2

Zatem C = (9,-17).
Niech D = (xp, yp). Wéwezas DC = [9 - xp, =17 — yp].
AB=DC
[-7,~18] = [0—stps~17 5]

—7=9—XD
~13=~17-yp

A B

«— ABCD jest réwnolegtobokiem

«— AB=[-7,-13]

Zatem D = (16, -4).
Odp.: C = (9,-17), D = (16, -4)
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Przypomnijmy, ze $rodkowa tréjkata jest odcinkiem taczacym wierzcholek trojkata ze
srodkiem przeciwleglego boku. Uzywajac wektoréw, udowodnimy teraz twierdzenie
dotyczace $rodkowych tréjkata.

Trzy srodkowe tréjkgta przecinaja sie w jednym punkcie. Punkt ten, nazywany |
srodkiem ciezkosci tréjkata, dzieli kazda ze srodkowych w stosunku 2 : 1, liczgc |

od wierzchotka.

e

Umies¢my tréjkat ABC w ukladzie wspétrzednych i wprowadzmy oznaczenia
A= (xa,94), B=(x8,y8), C=(xc,yc). Niech punkt M oznacza érodek boku AC.

Zatem M = (%@, %)

Oznaczmy przez § = (xs, ys) punkt, ktory | [ ] ‘ ,
dzieli $rodkowa BM w stosunku 2 : 1, liczac | | ] B|
od wierzchotka. —

Zatem BS = %B_M sl ] g

e

2 -
[xs —XB>)s —,‘VB] = g[xM —XB, M —yB]

xs—xg= 2FATXC 2.
3 2 3
2 Yo+ e 2
3 2 3
Po rozwigzaniu tego ukladu réwnan otrzy-

mamy wspolrzedne punktu S:
S _ (XA +XB + X¢ YA +yB +yc)

. | M i

YS=VB =

VB i i T

>

3 3

W
N

N

Prowadzgc analogiczne rozumowanie dla c

punktu §’ dzielacego $rodkowg AN w sto- :
sunku 2 : 1 (liczac od wierzchotka A) oraz
punktu §” dzielacego $rodkowy CL w sto- |
sunku 2 : 1 (liczac od wierzchotka C), otrzy- | A
mamy taki sam wynik. Zatem S = 8’ = §”. |_ 1

M Si=15"

Wektory — zastosowanie w zadaniach

+Xp+X + yp +
Punkt o wspotrzednych (XA x; L

sunku 2 : 1, liczac od wierzcholka, a to oznacza, ze wszystkie te srodkowe przechodza
przez ten punkt.

L ) dzieli kazdg ze $rodkowych w sto-

Srodek cigzkosci tréjkata o wierzchotkach A = (x4, y4), B = (x5, y5), C = (x¢, yc)
ma wspolrzedne

>

(xA +Xp + XC yA+}’B+}’c)
s 3 3 :

Przykiad
W tréjkacie ABC dane sg: punkt A = (=5,2), AB = [11,-10] i érodek ciezkoci
S = (1,0). Wyznaczymy wspolrzedne wierzchotkéw B i C.

Rozwigzanie
Niech B = (x3, ¥3).
[11,-10] = [x5 + 5, y5 — 2]
xg+5=11
, stad B = (6,-8).
{yg—zz—m stad B = (6,-8)

Do obliczenia wspotrzednych wierzchotka C zastosujemy wzér na wspotrzedne §rodka
ciezkosci trojkata.

_[-5+6+xc 2—8+yc)
(1,0)—( = 5 5
{;;igfjc , stad C = (2,6).

Odp.: B=(6,-8),C = (2,6)

8.1. Wyznacz wspolrzedne punktu M, wiedzac, ze jest on obrazem punktu P w prze-
sunieciu réwnolegtym o wektor .
a) P=(-1,-2), u =[3,1]
b) P=(4,0), @ = [-2,V/5]

g) P=(-1,2), W=[1,-7]

d) P=(v2,-9), ¥ = )[:\/E,—\/?]

7
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8.2. Wyznacz wspélrzedne obrazu punktu P = (3, -1) w przesunieciu réwnolegltym
o wektor AB, wiedzac, ze A= (6,2) i B = (2,5).

8.3. Wyznacz wspélrzedne punktu M, wiedzac, ze jego obrazem w przesunieciu
réwnoleglym o wektor % jest punkt P.
a) u=[-3,7], P=(-1,-2)

b} % =[3,=5]; P=(7:2)

¢ u=[1,v/3], P=(8,5)
d) u =[-5,-9], P=(-3,4)

8.4. Dane sg wspotrzedne wierzcholkéw tréjkata ABC i tréjkata KLM. Sprawdz, czy
istnieje przesunigcie rownolegle, w ktérym obrazem tréjkata ABC jest trojkat KLM.
Jezeli tak, podaj wektor przesuniecia.

a) A=(-4,5), B=(-3,1), C=(1,4) orazK = (1,7),L = (2,3), M = (6,6)
b) A=(3,7), B=(3,2), C=(6,4) orazK = (-3,4), L = (-3,-1), M = (0,1)

8.5. Zbadaj wspélliniowosé punktéw A, B, C.
a) A=(0,0), B=(-3,2), C=(9,6) b) A=(6,1),B=(-3,-1),C=(-11,-2)

8.6. Punkty K, L, M sg wspotliniowe. Wyznacz niewiadomg wsp6trzedna. ;
a) K=(2,1), L=(-2,6), M=(x,-9) b) K=(18,y), L= (10,2), M = (-2,8)

8.7. Dany jest wektor u = [-8,6]. Wyznacz wspolrzedne wektora
a) o dhugosci réwnej 1, réwnoleglego do % oraz o zwrocie zgodnym ze zwrotem 7.
b) o dtugosci réwnej 5, réwnoleglego do % oraz o zwrocie przeciwnym do zwrotu .

8.8. Bok 4B tréjkata ABC ma dtugoé¢ réwng c. Punkty K, L, M s3 $rodkami odpo-
wiednio bokéw AB, BC, AC. Wyznacz dhugoé¢ wektora .
a) Uu=KL+KA-MC b) W =KB+LC+MA

8.9. _Oblicz dtugosci przekatnych réwnolegtoboku ABCD, wiedzac, ze AB = (5,3]
oraz AC = [1,4].

8.10. Wykaz, ze czworokat ABCD o wierzchotkach A = (0,~5); B=1(6.7),
C=(1,7), D= (-3,-1) jest trapezem réwnoramiennym.
8.11. Wyznacz érodek S odcinka PQ.

2) P=(3,-2), Q=(-56) b P=(23,-3). = (53-9)
8.12. Punkty A = (3,-5)iB = (-7,11) sa wierzchotkami réwnolegloboku ABCD,
apunkt § = (-5, 0) jest srodkiem boku CD. Wyznacz wspotrzedne wierzchotkéw Ci D.

8.13. Wykaz, ze tréjkat o wierzcholkach A = (=3:3): B = (3,5), C = (~1,7) jest
rownoramienny i oblicz jego pole.

Wektory — zastosowanie w zadaniach

8.14. W trapezie ABCD podstawa AB jest dwa razy diuzsza niz CD. Oblicz obwéd
tego trapezu, wiedzac, ze B = (5,-3), CD = [-2,4] i AC = [6,-5].

8.15. Wrykaz, ze srodki bokéw dowolnego czworokata sg wierzchotkami réwnoleglo-
boku.

8.16. Wykaz, ze $rodki bokoéw dowolnego rombu sg wierzchotkami prostokata.

8.17. Wyznacz $rodek cigzkosci S trojkata ABC.
a) A=(-1,2),B=(3,5),C=(4,-10)
b) A=(-5,-6),B=(-2,4),C = (16,-1)

8.18. Wyznacz érodek ciezkosci S tréjkata ABC, wiedzac, ze AB = [4,6],
AC = [-7,3] oraz A = (3,-3).

8.19. Wyznacz wierzcholek A tréjkata ABC, wiedzac, ze B = (6,3), C = (-7,10)
oraz $rodek ciezkosci tego trojkata S = (-2,4).

8.20. Wykaz, ze tréjkat o wierzchotkach A = (3,2 - 21/3), B = (3,2/3 + 2),
C = (-3,2) jest rtownoboczny. Wyznacz wspolrzedne $rodka S i promien R okregu
opisanego na tym trojkacie.

|

1. Dane sg punkty A = (-12,7) i B = (15, -5). Wyznacz wspdtrzedne punktéw
K i L, ktére dzielg odcinek AB na trzy réwne czesci.

2. Obrazem odcinka AB o konicach A = (3,-1) i B = (7,13) w przesunieciu
réwnolegltym o wektor u jest odcinek CD o $rodku w punkcie L = (~11,0).
Wyznacz wspolrzedne wektora u oraz wspotrzedne punktow C i D.

3. Zbadaj, czy punkt Q = (%, —%) nalezy do prostej przechodzacej przez

punkty K = (=2,-1)i L = (3,-13).

4. Wyznacz wspotrzedne wierzchotkow trojkata, wiedzac, ze punkty P = (=3, 1),
Q=(1,2), R =(-2,-5) sa $rodkami jego bokdw.

5. W czworokacie ABCD punkt M jest srodkiem ciezko$ci trojkata ABC,
= 1=
a punkt P jest srodkiem ciezkosci trojkata CDA. Wykaz, ze MP = EBD'
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